Eesti koolinoorte LVII täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA KOOLIVOOR

Tallinnas, 19. jaanuaril 2010. a.

XII klass

ÜLESANDED
1. Juku ja Miku ostsid mõlemad internetipoest uue mobiiltelefoni, mis maksis 2400 krooni. Ost toimus krediitkaardiga, seega tekkis ostuhetkel mõlemale kaardile –2400 krooni. Juku kandis kohe krediitkaardile raha tagasi, et kaardil oleks 0 krooni. Miku aga unustas raha tagasi kanda ning pank suurendas iga päev kaardil olevat miinussummat p protsendi võrra (päevintress). 30 päeva pärast vaatas Miku oma krediitkaardi seisu ning avastas seal –4800 krooni. Leia arvu p täpne väärtus.
2. Madis pidi korrutama kaks kolmekohalist arvu ja tulemuse jagama viie​kohalise arvuga. Ta ei märganud aga korrutamismärki ja luges kõrvuti​seisvad arvud üheks kuuekohaliseks arvuks, mistõttu saadud täisarvuline jagatis osutus kolm korda suuremaks tõelisest. Leia kõik kolm arvu.
3. Tõesta, et kolmnurk sisenurkadega (, ( ja ( on täisnurkne parajasti siis, kui 
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.
4. Silinder ja koonus lõikuvad ning nende põhjad langevad kokku. Mõlema keha ruumala on 27 cm3. Leia kehade ühise osa ruumala.
5. Antud on jaotisteta joonlaud pikkusega 13 ühikut. Mitu jaotist tuleb kanda joonlauale, et jaotiste arv oleks vähim võimalik ning joonlauaga saaks ühekordsel mõõtmisel mõõta kõiki täisarvulisi pikkusi 1 ühik kuni 13 ühikut? Too sobiv näide ning põhjenda, miks väiksem arv jaotisi ei võimaldaks kõiki nõutavaid pikkusi mõõta.
LAHENDUSED

1. Vastus: 
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Lahendus. Tegemist on liitprotsendilise kasvamise seaduspäraga
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K – lõppkapital;

k – algkapital;

n – perioodide arv (antud juhul päevade arv, päevaintress)

p – intressi määr
Vastavalt eelnevale valemile saame lahendamiseks võrrandi
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2. Vastus: 167, 334 ja 55778.
Lahendus 1. Olgu otsitavad kolmekohalised arvud a ja b ning viiekohaline arv c. Paneme tähele, et Madise poolt kirjutatud kuuekohaline arv avaldub sellisel juhul kujul 
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. Vasta​valt tekstile saame võrrandi
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Viimasest võrrandist järeldame, et b jagub a-ga ning on avaldatav kujul 
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Niisiis saab võrrand kuju
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Nüüd järeldame, et 
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 jagub kolmega, mistõttu ristsummat arvestades saab k väärtus olla vaid 2, 5 või 8.
Kui 
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Kui 
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( a = 67 (pole kolmekohaline arv)

Kui 
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( a = 42 (pole kolmekohaline arv)

Niisiis a = 167 ja b = 334.
Arvutame c. Et c on viiekohaline, siis 
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Need kolm arvu olid 167, 334 ja 55778.

Lahendus 2. Olgu otsitavad kolmekohalised arvud a ja b ning viiekohaline arv c. Paneme tähele, et Madise poolt kirjutatud kuuekohaline arv avaldub sellisel juhul kujul 
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Paneme tähele, et viimane võrrand on samaväärne võrrandiga
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Näeme, et tegurid 
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 peavad 3-ga jagades andma jäägi 2. Lisaks teame, et a on kolmekohaline, mistõttu 
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 positiivne. Arvu 1000 esitused kahe posi​tiivse täisarvu korrutisena on 
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a = 167, b = 334 ja c = 55778.
3. Lahendus.
Eeldus 1: Kolmnurk sisenurkadega (, ( ja ( on täisnurkne (olgu 
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Väide 1: Kehtib seos 
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Tõestus 1:
Kui 
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Vastavalt täiendusnurga valemile 
[image: image51.wmf](

)

sincos90

=°-

aa

.

[image: image52.wmf]222

sincos1112

=++=+=

aa

.








m. o. t. t.
Eeldus 2: Kolmnurgas sisenurkadega (, ( ja ( kehtib seos 
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Väide 2: Kolmnurk on täisnurkne.
Tõestus 2:
Et 
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Vastavalt teise veerandi nurga taandamisvalemile 
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Vastavalt summa valemile 
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Kasutame valemit 
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Arvestame asjaoluga, et eelduse kohaselt on eelnev avaldis võrdne 2-ga.
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Rühmitame sobivalt.
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Kasutame taas kahel korral põhiseost 
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Toome sulgude ette liikme 
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Sulgudes on summa valem 
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Kuna nurgad (, ( ja ( asuvad vahemikus 
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4. Vastus: 19 cm3.
Lahendus. 

Teeme abistava joonise (telglõige).
Olgu silindri ja koonuse ühise aluse raadius R, silindri kõr​gus h1 ja koo​nuse kõrgus h2. Sellisel juhul on silind​ri ruumala 
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Et V1=V2, siis h2=3h1.

Vaatame nüüd kujundite telglõiget. Joonisel 
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. Kujundite ühise osa ruum​ala saame, kui esialgse koo​nuse ruumalast lahutame väik​sema koo​nuse ruumala, mille raadius on 
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Kolmnurgad AKB ja A’KB’ on sarnased. Kuna kõrgused suhtuvad nagu 2:3, siis ka alused suhtuvad nagu 2:3. Järelikult on väikese koonuse raadius
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Väikese koonu​se ruumala

[image: image89.wmf]2

22

33111

11288

h28

3332727

æö

=====

ç÷

èø

V

πrπRhπRhV

 cm3.

Kehade ühise osa ruumala
V =27–8=19 cm3.

Kehade ühise osa ruumala on 19 cm3.
5. Lahendus. 
Esiteks näitame, et kolmest jaotisest ei piisa. Kui joonlauale on kantud kolm jaotist, siis on koos otspunktidega kokku 5 mõõtmiseks kasu​tatavat punkti. Neist saame moodustada kokku 10 erinevat punktide paari. järelikult saame viie punkti abil mõõta ülimalt 10 erineva lõigu pikkused, vaja on aga mõõta 13.

Teiseks näitame, et neljast jaotisest piisab. Tähistame joonlaua ühe otspunkti A0 ja teise otspunkti A5. Kanname jaotised punktidesse A1, A2, A3, A4 ning paigutame nad punktist A0 kaugustele 1, 4, 5 ja 11 ühikut. Kontrollime, et saame mõõta kõik kaugused 1 ühik kuni 13 ühikut:

1=|A0A1|, 2=|A4A5|, 3=|A1A2|, 4=|A0A2|, 5=|A0A3|, 6=|A3A4|, 7=|A2A4|, 8=|A3A5|, 9=|A2A5|, 10=|A1A4|, 11=|A0A5|, 12=|A1A5|, 13=|A0A5|.

Märkus. Lisaks nelikule (1,4,5,11) sobivad samuti nelikud (1,2,6,10), (1,6,9,11) ning nendega sümmeetrilised nelikud – (2,8,9,12), (3,7,11,12), (2,4,7,12).

HINDAMINE
1. Õige võrrandi koostamise eest
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Võrrandi tehniliselt õige lahendamise eest 
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Märkus. Kui õpilane mõistab täpse vastuse all vastust 
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2. Kuuekohalise arvu kuju 
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Arvu a kindlakstegemise eest
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Arvu b kindlakstegemise eest
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Arvu c kindlakstegemise eest
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3. Tõestuse esimese osa eest (tõestus 1)
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Mõistmise eest, et tõestada tuleb ka tagurpidi
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Kahele muutujale ülemineku (
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Korrutiseks teisendamise ja järelduse tegemise eest



3p











7p 
4. Korrektse abijoonise eest
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Suure ja väikese koonuse kõrguste suhte leidmise eest
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Suure ja väikese koonuse raadiuste suhte leidmise eest
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Väikese koonuse ruumala leidmise eest
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Ühise osa ruumala leidmise eest
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5. Õpilane näitab, et kolmest jaotisest ei piisa
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Õpilane toob ühe näite sellest, et neljast jaotisest piisab
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